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MATEMATIKA FAKULTACIO

11. évfolyam

szamonkérésre +6 orat terveztiink

Tematikai egység/

Fejlesztési cél 1. Trigonometria

Orakeret
10 ora

Elo6zetes tudas

fiiggvények.

Vektorokkal végzett miiveletek. Hegyesszogek szogfiiggvényei, a
szogfliggvények altaldnos értelmezése, szogmérés fokban €s radidnban,
szogfliggvények kozotti egyszeri Osszefiiggések, trigonometrikus

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A geometriai latdsmod fejlesztése. A muvelet fogalméanak bovitése két
Ujszerli miivelettel, a skaldris szorzdssal és a vektoridlis szorzassal.
Algebrai és a geometriai médszerek k6zos alkalmazdsa szamitasi,
bizonyitdsi feladatokban. A tanultak felfedezése mds
tudoméanyteriileteken is. A fiiggvényszemlélet alkalmazésa az
egyenletmegoldds sordn, végtelen sok megoldds keresése.

Ismeretek/fejlesztési kiovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Szogfiiggvényekrdl tanultak ismétlése.
Trigonometrikus fiiggvények.
Osszefiiggések a szogfliggvények kozott.

Informatika:
szamitogépes program
hasznalata.

Addicids tételek:
— két sz0g 0sszegének és kiilonbségének szogfiiggvényei,
— egy szog kétszeresének szogfiiggvényei,
— félszogek szogfiiggvényei,

— két sz0g 0sszegének és kiillonbségének szorzattd alakitasa.

A trigonometrikus azonossagok megértése, hasznélata, az
alkalmas 0sszefiiggés megtaldlasa.
Bizonyitdsos feladatok

Fiiggvénytdblazat alkalmazasa feladatok megoldédsdban.

Fizika: két rezgés
Osszetételének leirasa.

Két vektor vektoridlis szorzata.

Jelolések.

A vektoridlis szorzds tulajdonséagai.

Ez a miivelet nem kommutativ!
Parhuzamos vektorok vektoridlis szorzata.
Sziikséges €s elégséges feltétel.

A teriilet kifejezése vektoridlis szorzattal.

Fizika:
forgatonyomaték,
Lorentz-erd.

Kulcsfogalmak/ | Skaldris szorzat, vektoridlis szorzat. Szinusztétel. koszinusztétel.

fogalmak

Trigonometrikus azonossag, egyenlet, egyenl6tlenség.




Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret

2. Statisztika, valdszintiség 3 6ra

Eldzetes tudas

Adatok elemzése, gyakorisag, relativ gyakorisdg. Tablazatok, grafikonok
hasznalata. Terjedelem, atlag, medidn, mdédusz, sz6rds. Klasszikus
val6szinliségi modell.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A valészinliség fogalmdnak bovitése, mélyitése. A kombinatorikai
ismeretek alkalmazdsa val6szinlis€ég meghatarozasara. Mit jelent a
valoszinliség — a nagy szamok torvénye. Eseményalgebra, az
eseményekkel végzett miiveletek —a mindennapi széhasznélat és a
matematikai megfogalmazas megkiilonboztetése. Nevezetes eloszlasok
felismerése a hétkoznapi €letben, gyakorlati alkalmazdsokban.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolédasi pontok

Események — eseménytér — elemi események.
Biztos esemény, lehetetlen esemény.

Klasszikus val6sziniiségi modell.

A tanult kombinatorikai mdodszerek hasznalata.

Feltételes valdszinliség (B)

Fiiggetlen események 1 (AB) = P(AP(B) vy1557intiségi valtoz.

P(A|B) = P}EAB)

A valészinliségi valtozo eloszldsa.
A val6észinliségi valtozo varhat6 értéke, szordsa.

Specidlis valdszinliségi véaltozok.

Egyenletes eloszlas.

Binomidlis eloszléds — visszatevéses mintavétel.
Hipergeometrikus eloszlas — visszatevés nélkiili mintavétel

Kulcsfogalmak/ | Valoszinliség, klasszikus valdszinliségi modell. Teljes eseményrendszer.

fogalmak Fiiggetlen esemény.
Tematikai egység/ 3. Fiiggvények Orakeret
Fejlesztési cél 3.1. Sorozatok 16 ora

Elo6zetes tudas

Szamtani sorozat, mértani sorozat fogalma, egyszerii alaposszefiiggések

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

A hétkoznapi életben, matematikai probléméban a sorozattal leirhat
mennyiségek észrevétele. Sorozatok megaddsi mddszereinek
alkalmazasa. Osszefiiggések, képletek hatékony alkalmazésa. A végtelen
matematikai fogalmanak haszndlata. A hatarérték fogalmanak kialakitdsa
szemléletes megkozelitésbdl indulva.




Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

A sorozat fogalma, megaddsa, dbrazolasa.

Korabbi ismeretek rendszerez6 ismétlése.

A teljes indukcié moédszerének ismétlése.

Sorozat megadasa rekurzidval — Fibonacci-sorozat.
Matematikatorténet: Fibonacci.

Informatika:
algoritmusok.

Sz4dmtani sorozat.
A szamtani sorozat n-edik tagja.
A szamtani sorozat elsO n tagjdnak Osszege.
A szamtani kozép.
Szamitési feladatok a szdmtani sorozat felismerésére, az
Osszefiiggések alkalmazasara.
Szoveges faladatok gyakorlati alkalmazasokkal.
Matematikatorténet: Gauss.

Meértani sorozat.

A mértani sorozat n-edik tagja.

A mértani sorozat elso n tagjdnak Osszege.
A mértani kozép.

Biologia-egészségtan;
kémia, fizika; foldrajz;
torténelem, tarsadalmi
és dllampolgadri

Szamitasi feladatok a mértani sorozat felismerésére, az ismeretek:

Osszefiiggések alkalmazasara. exponencidlis

Szoveges feladatok gyakorlati alkalmazasokkal. folyamatok.
Gyakorlati alkalmazasok — kamatszamitas. Foldrajz:

Pénziigyi alapfogalmak — kamatos kamat, torlesztOrészlet, hitel, THM,
gyljtéjaradék.

vildggazdasig — hitel —
adossag — elad6sodas.

Korléatos és monoton sorozatok.

Sorozatok konvergencidja — véges és végtelen hatarérték.
Szemléletes megkozelités utdn, a fogalmak megértése utdn
adjuk meg a definicidkat.

Konvergens sorozatok tulajdonsagai.

Konvergens sorozatnak egy hatarértéke van.
Minden konvergens sorozat korl4tos.
Miiveletek konvergens sorozatokkal.
Osszeg, szorzat, hdnyados.
Monoton és korldtos sorozatok.
Renddrelv.

Informatika:
programozds — a
sorozat sok tagjanak
kiszdmitdsa — a
hatérérték, a
kiiszébindex
megsejtése.

Néhdny nevezetes sorozat hatarértéke:
n 1 n
g, (1+=)", ¥a.
n

A végtelen mértani sor.

A raciondlis szdmok és a végtelen szakaszos tizedes tortek.
Végtelen szakaszos tizedes tortek megaddsa kozonséges torttel.
Val6s szamok kozelitése raciondlis szamokkal.

A kor keriilete, a T kozelitése.
Matematikatorténet: a w torténete.

Kulcsfogalmak/
fogalmak

Sorozat, szamtani sorozat, mértani sorozat, kamatos kamat.
Korldtos, monoton, konvergens sorozat. Végtelen mértani sor.




Tematikai egység/
Fejlesztési cél

4. Figgvények

4.1. Fiiggvényanalizis 1. - Differencialszamitas

Orakeret
32 ora

El6zetes tudas
periodicitds. Sorozatok hatarértéke.

Fiiggvények megaddsa, értelmezési tartomany, értékkészlet. Fliggvények
jellemzése: z€rushely, korlatossag, sz€élséérték, monotonitds, paritas,

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Megismerkedés a fliggvények vizsgalatanak 4j mddszerével. A fiiggvény
folytonossdga és hatarértéke fogalmdnak megalapozdsa. A
differencidlszamitds moédszereinek haszndlata a fiiggvények lokélis €s
globdlis tulajdonsdgainak vizsgélatdra. A matematikén kiviili teriileteken
— fizika, kozgazdasigtan — is alkalmazasok keresése.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

A valés szamok halmazan értelmezett fliggvények jellemzése.
Kordbbi ismeretek rendszerezd ismétlése.

Informatika:
szamitogépes szoftver
alkalmazasa
figgvények
grafikonjanak
megrajzoldsara.

A fiiggvények folytonossaga.
Példédk folytonos és nem folytonos fiiggvényekre.
A folytonossag definicidi.

Miiveletek folytonos fiiggvényekkel:

f+g,f—g,f[g,§,fog.

Intervallumon folytonos fiiggvények.
Korlatos és zart intervallumon folytonos fiiggvények
tulajdonsagai.

Fiiggvény hatarértéke.
Példak a geometria €s a fizika teriiletérol.
A hatarérték definicioi, jelolés.
Véges és végtelen helyen vett hatarérték.
Véges €s végtelen hatarérték.
A sorozatok €s a fiiggvények hatarértékének kapcsolata.

1
Az — fiiggvény végtelenben vett hatarértéke.
x

Alkalmazas raciondlis tortfiiggvények végtelenben vett
hatarértékének meghatarozasara.
sin x

A fliggvény vizsgdlata, az x = 0 helyen vett hatarértéke.

Informatika: a
hatédrérték
szamitégépes becslése.

Fizika: felhasznélas
sin x, illetve tg x
kozelitésére kis szog
esetében.

Bevezet6 feladatok a differencidlhdnyados fogalméanak elokészitésére.

A fiiggvénygorbe érintdjének irdnytangense.
A pillanatnyi sebesség meghatdrozdsa.

Fizika: Az dt-id6
fliggvény és a
pillanatnyi sebesség
kapcsolata.




A fluxus és az indukélt
fesziiltség kapcsolata.

Biologia-egészségtan:
populécié
novekedésének atlagos
sebessége.

A differencidlhatosdg fogalma.
A szemléletes megkozelitésre alapozva a pontos definicid.
A kiilonbségi hanyados fiiggvény, a differencidlhdnyados
(derivalt), a derivaltfiiggvény.
Példak nem differencidlhat6 fiiggvényekre is.
Kapcsolat a differencidlhat6 és a folytonos fiiggvények kozott.
Alapfiiggvények derivaltja:
Konstans fiiggvény, x"
Miiveletek differencidlhaté fiiggvényekkel.
Fiiggvény konstansszorosanak derivaltja, 0sszeg-, szorzat-,
hanyados-, 0sszetett fliggvény derivaltja.
Trigonometrikus fiiggvények derivdltja.
Exponencidlis és logaritmus fiiggvény derivéltja.
Magasabb rendll derivéltak.
Matematikatorténet. Fermat, Leibniz, Newton, Cauchy, Weierstrass.

Fizika: harmonikus
rezgdmozgds kitérése,
sebessége, gyorsuldsa
— ezek kapcsolata.

A fliggvény tulajdonségai €s a derivalt kapcsolata.
— Lokalis novekedés, fogyds — intervallumon monoton fiiggvény.
—  SzE€lso6érték — lokalis szE€lsHérték, abszolat szEélsGérték.
— Sziikséges és elégséges feltételek pontos megfogalmazasa,
alkalmazasa.

Konvexitas vizsgélata derivalassal.
A konvexitds definicidja.
Inflexids pont.
A madsodik derivalt és a konvexitds kapcsolata.

Fiiggvényvizsgélat elemi eszkozokkel és differencidlszamitéssal.
A differencidlszamitassal nyert modszerek alkalmazdsa és
ezzel parhuzamosan az elemi eszk6zok felelevenitése: pl.
masodfoku fliggvény vizsgélata, sin x fliggvény vizsgdlata,
nevezetes kozepek alkalmazésa.

Intervallumon értelmezett fiiggvény szélsdértéke.

A derivéltak zérushelyeinek €s az intervallum végpontjainak

vizsgdlata.

Szélsoérték-feladatok.

— Valtozo, valtozok bevezetése.

— A probléma visszavezetése az 0sszefiiggéseket felhasznédlva
egyvaltozos fiiggvény vizsgélatara.

— Differencidlszdmitéds alkalmazdsdval az adott értelmezési
tartomdanyon beliil az abszolut szélséérték helyének és
értékének meghatarozasa.

— Pénziigyi ismeretek: profit maximalizaldsa, koltség
minimalizél4sa.

Fizika: Fermat-elv,
Snellius-Descartes
torvény.




Kulcsfogalmak/
fogalmak

Fiiggvény folytonossdga, hatarértéke. Kiillonbségi hdnyados fiiggvény,
derivélt, derivaltfiiggvény, magasabb rendii derivalt. Monotonitas, lokalis
sz€1sOérték, abszoliit sz€lséérték. Konvex, konkdv fiiggvény.




12. évfolyam

szamonkérésre +6 orat terveztiink

Orakeret
40 ora

1. Fiiggvények
Fiiggvényanalizis I1. - Integralszamitas

Tematikai egység/
Fejlesztési cél 1.1.

Fiiggvények megadasa, értelmezési tartomany, értékkészlet. Sorozatok.

Eldzetes tudas . Y
Differencialszamitas.

Az integrilszamitas elemeivel ismerkedve bovitjiik a kozelités modszerét.
A tematikai egység | A szemléletes képet és a pontos definiciét kozelitjilk egymashoz. A
nevelési-fejlesztési | Newton—Leibniz-tételt a matematika és a fizika tobb teriiletén

céljai alkalmazzuk. Ismerkediink olyan példédkkal is, amikor csak kozelitd

eredményt kapunk.

Ismeretek/fejlesztési kovetelmények

Kapcsolédasi pontok

Bevezetd feladatok az integral fogalméhoz.
Fiiggvény grafikonja alatti teriilet.
A megtett Ut és a sebesség-idd grafikon alatti teriilet.
A munka kiszamitdsa az er6-ut grafikon alatti teriilet alapjan.

Also és felso kozelitd dsszegek.
Az intervallum felosztasa, a felosztas finomitasa.
Kozelités véges 0sszegekkel.
A hatdrozott integral fogalma, jelolése.
A szemléletes megkozelitésre alapozva jutunk el a pontos
definicidig.
Példa nem integralhat6 fiiggvényre is.
Negativ fiiggvény hatdrozott integralja.
A hatdrozott integral és a teriilet - eldjeles teriilet.
Az integrél kozelitd kiszamitdsa. Szamitégépes szoftver
haszndlata a hatdrozott integral szemléltetésére.
Matematikatorténet. Bernhard Riemann.

Informatika:
szamitégépes szoftver
hasznélata.

Korlatos és monoton fiiggvények integralhatosaga.
A hatdrozott integral tulajdonségai:

b a c b c

[r==[r:[r=]r+]r

a b a a b

A fiiggvény konstans szorosanak hatarozott integrdlja, 0sszeg
és kiilonbség hatarozott integralja,

Fizika: A munka és a
mozgasi energia.
Elektromos fesziiltség
két pont kozott, a
potencial.
Tehetetlenségi
nyomaték.

Alakzat
tomegkozéppontja.

A hidrosztatikai
nyomads és az edény
oldalfalara hato erd.
Effektiv dramerdsség.

Az integral mint a felsé hatar fiiggvénye.
Integrélfiiggvény.
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Folytonos fiiggvény integralfiiggvényének derivaltja.
Kapcsolat a differencidlszamitas €s az integralszamitas kozott.
A primitiv fliggvény fogalma,
A primitiv fliggvények halmaza — a hatarozatlan integral:
— hatvanyfiiggvény, polinom fiiggvény,
— trigonometrikus fiiggvények,
— exponencidlis fiiggvény, logaritmusfiiggvény.
A hatdrozatlan integral néhany tulajdonsaga.
A fiiggvény konstans szorosdnak hatdrozatlan integralja, 6sszeg
€s kiilonbség hatdrozatlan integrélja.
A Newton—Leibniz-tétel.

Az integralszamitas alkalmazasa matematikai és fizikai problémakra.
Két fiiggvénygorbe kozotti teriilet meghatarozasa.
Forgéstest térfogatdnak meghatdrozasa.
Sorozat hatarértékének meghatarozasa.
Gyorsuldsbdl sebesség, sebességbdl ut (kitérés).
Az integralas kozelité megaddsa — numerikus modszerek.

Kulcesfogalmak/ | Also és felso kozelitd Osszeg, hatarozott integral. Primitiv fiiggvény,

fogalmak hatdrozatlan integrdl. Newton—Leibniz-tétel.




Tematikai egység/
Fejlesztési cél

Orakeret

2. Statisztika, valdszintiség 3 6ra

Eldzetes tudas

Adatok elemzése, gyakorisag, relativ gyakorisdg. Tablazatok, grafikonok
haszndlata. Terjedelem, atlag, medidn, médusz, sz6rds. Klasszikus
val6szinliségi modell.

A valészinliség fogalmdnak bovitése, mélyitése. A kombinatorikai
ismeretek alkalmazdsa val6szinliség meghatarozasara. Mit jelent a

A tematikai egység e . . .
PP . 2 | valoszinliség — a nagy szamok torvénye. Eseményalgebra, az
nevelési-fejlesztési . . 3 . R e 4
cdljai eseményekkel végzett miiveletek —a mindennapi széhasznalat és a
matematikai megfogalmazas megkiilonboztetése. Nevezetes eloszlasok
felismerése a hétkoznapi €letben, gyakorlati alkalmazasokban.
Ismeretek/fejlesztési kovetelmények Kapcsolédasi pontok
Véletlen jelenségek megfigyelése. Informatika: véletlen
A modell és a val6sig kapcsolata. jelenségek
Jatékok elemzése: igazsdgos €s igazsagtalan jaték. szamitégépes
Szerencsejatékok. szimul4cidja.

Matematikatorténet: Pascal, Fermat.

Fizika: radioaktiv
bomlas.

Események — eseménytér — elemi események.
Biztos esemény, lehetetlen esemény.
Események kozotti miiveletek — kapcsolat a
halmazmiiveletekkel.
A valészinliség mint az eseménytéren értelmezett fliggvény.
Teljes eseményrendszer.

Klasszikus val6sziniiségi modell.
A tanult kombinatorikai médszerek haszndlata.
A valdszinliség becslése, szdmoldsa, 0sszevetés a valosdggal —
,hagy szamok torvénye”.

Val6sziniiségi problémak szemléltetése graffal.

Feltételes valészinliség P(A|B) =

Fiiggetlen események P(AB)=P(A)P(B).

P(AB)
P(B)

Geometriai valdsziniiség.
Az eseménytér mérhetd - van hossza, teriilete, térfogata.

Val6szintiségi valtozo.
A val6észintiségi valtozo eloszlésa.
A val6dszinliségi véltoz6 véarhato értéke, szordsa.
Specidlis valészintiségi valtozok.
Egyenletes eloszlés.
Binomidlis eloszlds — visszatevéses mintavétel.
Hipergeometrikus eloszlds — visszatevés nélkiili mintavétel.

Matematikatorténet. Polya Gyorgy, Rényi Alfréd.
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Val6szintiség, klasszikus valdszinliségi modell. Teljes eseményrendszer.
Kulcsfogalmak/ | Feltételes valoszinliség, fiiggetlen esemény. Valdsziniiségi véltozo, eloszlés,

fogalmak varhato érték, szords. Egyenletes eloszlas, binomiélis eloszlés,
hipergeometrikus eloszlas.

Orakeret
10 ora

Tematikai egység/

Fejlesztési cdl 3. Rendszerezo osszefoglalas (emelt szintii tananyag)

Elézetes tudas | A 2 év emelt matematika-kiegészitd tananyaga.

Ismeretek rendszerezése, alkalmazasa az egyes témakorokben. A
szemléleten alapul6é megkozelitéstdl a pontos matematikai fogalmak felé
haladds. A megoldasi médszerek tudatositdsa, a problémdakban
alkalmazhat6 kozos modellek, szamitasi-bizonyitdsi mdédszerek keresése.
A hasonlé €s az eltér6 tulajdonsdgok vizsgalatdval a geometriai
szemlélet, l1dtdsmod megerdsitése, ezzel az absztrakcids készség
fejlodésének segitése. A tanult ismeretek alkalmazdsa gyakorlati
problémadkra is. A matematikatorténet néhany fejezetének, nagy
egyéniségének megismerése sordn betekintés a matematika épiilésének
folyamatédba. Késziilés az érettségi vizsgdra kordbbi évek feladatsorainak
megolddsaval is. Felkészités az egyetemi, foiskolai tovdbbtanuldsra is az
igényes matematikai gondolkodds fejlesztésével.

A tematikai egység
nevelési-fejlesztési
céljai

Ismeretek/fejlesztési kiovetelmények Kapcsolodasi pontok

Sorozatok, fiiggvények Informatika:
A hatarérték fogalméanak mélyitése az ismétlés sordn is, a szamitégépes program
szemlélettdl az absztrakci6 felé haladva. haszndlata.

Analizis.
A differencidlszamitas €s integralszdmitds alkalmazdsainak
ismétlése. Integralszamitas.

Statisztika, valosziniiség. Informatika:

Adatsokasagok elemzése. tablazatkezelo,

Véletlen jelenségek vizsgdlata. adatbazis-kezeld
Csoportmunka, vélemények megbeszélése, az érvelés program hasznélata.

modszerének gyakorlésa, sejtések megfogalmazdsa, azok
elfogaddsa vagy elvetése.

Tudomadnytorténeti és matematikai érdekességek, neves matematikusok | Informatika:

Néhdny matematikatorténeti szemelvény. konyvtarhasznalat,
A matematikatorténet néhany érdekes problémadjanak internethasznadlat.

attekintése. Matematikusokrdl a korabbi években szerzett
ismeretekre emlékezés, attekintés.
PI1. nem euklideszi geometria - Bolyai Janos; nagy Fermat-tétel,
szamitégépek fejlédése — Neumann Janos...
A matematika néhény filozo6fiai kérdése.
A matematika fejlodésének kiilso és belsd hajtéeroi.
Néhany megoldatlan és megoldhatatlan probléma.
Sain Marton: Nincs kirdlyi ut.
Rényi Alfréd: Dial6gusok a matematikarol.
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A fejlesztés vart
eredményei a két
évfolyamos ciklus

végén

Gondolkoddsi és megismerési modszerek

— A kombinatorikai problémahoz ill6 médszer 6nallé6 megvalasztasa.

- Bizonyitott és nem bizonyitott allitas kozotti kiillonbség megértése.

— Feltétel és kovetkezmény biztos felismerése a kovetkeztetésben.

- Szovegértés: a szovegben talalhaté informaciok 6nall kivélasztasa,
értékelése, rendezése problémamegoldas céljabol.

- A szoveghez ill6 matematikai modell elkészitése.

- A grafok eszkoz jellegl hasznalata probléma megolddsaban.

Fiiggvények, az analizis elemei

- Sorozatok vizsgilata monotonitds, korlatossag, hatarérték
szempontjabol.

- A fiiggvények vizsgélata, jellemzése elemi eszkozokkel és
differencidlszdmitds hasznélatdval

- Az integrilszamitds hasznélata, gyakorlati alkalmazasa

Valosziniiség, statisztika

— Statisztikai mutaték haszndlata adathalmaz elemzésében.

- A val6szinlis€ég matematikai fogalma, klasszikus kiszamitasi médja.
— Mintavétel €s valdszinliség kapcsolata, alkalmazasa.

— Val6szintiségi valtozo eloszldsa, varhato értéke.




